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刚度随机失谐叶盘结构概率模态特性分析

王建军, 姚建尧, 李其汉
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摘 � � � 要: 基于典型叶盘结构的集中参数模型和 Mont e Car lo 数值计算,分析了刚度随机失谐叶盘结构的

概率固有特性.给出了叶盘结构的扇区两自由度集中参数模型,计算并说明了其基本频率结构特性, 根据叶盘

结构模态振动物理背景,提出了一个定量表征模态振型局部化程度的指标- 模态局部化因子, 分别计算了不

同随机刚度失谐叶盘结构固有频率和模态振型局部化的统计特性, 讨论了失谐因素的影响规律等.研究表明,

叶片和耦合刚度的失谐影响的频率区间有着明显的不同, 并在其影响频段内模态局部化因子会出现�突变 的

现象.
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Probability characteristics of vibratory mode of bladed disk

assemblies with random stiffness mistuning
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Abstract: Based on the lumped�parametric model w ith two�deg ree�of�f reedom per blade

disk sector and its Monte Car lo simulat ion, the vibration characterist ics of a typical bladed

disk w ith differ ent r andom mistuning of st iffness w as researched, with part icular regard to

the subjects of the probability characterist ics of natural f requencies and shapes. A lumped-

parametric model w as built and the natural mode propert ies of the model w ithout m istuning

w ere discussed. T he def init ion o f a modal lo calizat ion facto r w as presented to assess quant i�
tat ively the behavior of shape localizat ion fo r the m istuned bladed disk. T hen the stat ist ical

character ist ics of the natural fr equencies and mode shapes w er e simulated and their main

propert ies w ere explained. Results indicate that the inf luences o f blade and coupl ing st if fness

mistuning on modal char acteristics are dist inct in that they inf luence in dif ferent f requency

ranges. And the localizat ion factor in the fr equency ranges af fected by mistuning could

change abruptly .

Key words: aerospace propulsion system ; bladed disk; st if fness random mistuning ; mo�
dal characterist ics; lo calizat ion facto r

� � 失谐叶盘结构的耦合振动特性和振动局部

化特性对于航空发动机的结构完整性和工作可靠

性是至关重要的, 因此这方面的研究工作日益受

到重视
[ 1�4]

.
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迄今为止, 人们对具有各种特定确定性失谐

的叶盘结构振动问题进行了深入的研究.由于加

工误差和使用中磨损导致的叶片间失谐一般是随

机性的,因此进行这种具有随机失谐参数的叶盘

结构振动和振动局部化问题的研究最近受到重

视[ 4�7] .这些研究大多采用扇区单自由度集中参数

模型,主要进行求解方法的研究.由于这种模型较

为简单,尤其是扇区的单自由度模拟难以区分叶

片振动和轮盘振动, 因此不便于进行叶盘结构问

题的深入分析与研究.

为了改善单自由度模型的局限性,同时减少

计算负荷,本文采用两自由度扇区集中参数模型

系统研究叶盘结构固有特性. 这种模型可以描述

真实叶盘结构的两族模态,即其两条完整的频率

节径线,是真实系统的模态减缩模型,因此可以在

一定程度上反映真实叶盘结构的振动形态.需要

指出的是,本文的研究并不是试图对实际某种叶

盘结构进行评价, 而是选择更易于产生失谐振动

模态局部化的模型形式和系统参数, 以利于了解

随机失谐对于叶盘结构模态局部化概率统计特性

的影响.

为了定量评价失谐造成的模态局部化, 文中

定义了一种模态局部化因子, 该因子不仅具有明

确的物理意义, 而且可以方便地利用该因子描述

随机失谐叶盘结构模态局部化的统计特性.在此

基础上,分别计算和分析了具有不同随机刚度失

谐叶盘结构固有频率和各阶模态振型局部化因子

的概率统计性质(均值和标准差) .

1 � 典型叶盘结构集中参数模型
和固有特性

1. 1 � 典型集中参数模型

图 1所示为本文分析所采用的典型叶盘结构

集中参数模型, 各扇区的两个自由度 x 1 和 x 2 分

图 1 � 典型叶盘结构集中参数力学模型

Fig. 1 � Lum ped� par amet ric model of a bladed disk

别描述叶片振动和轮盘振动, m1 和 m2 分别表示

扇区叶片和轮盘的等效质量, k1 和 k2 分别表示叶

片和轮盘的等效刚度, kc 则表示各扇区间的耦合

刚度.

扇区刚度以矩阵表示, 则自刚度矩阵块和耦

合刚度矩阵块分别表示为

Ki =
k
( i)
1 - k

( i)
1

- k
( i)
1 k

( i)
1 + k

( i)
2 + 2kc

� Kc =
0 0

0 - kc

(1)

� � 对于具有 n个扇区子结构的叶盘结构,系统

刚度矩阵和质量矩阵可以分别表示为

K =

K 1 K c 0 ! K c

K c K 2 K c ! 0

0 K c K 3 ! 0

� � �  �
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� � 其中

Mi =
m

( i)
1 0

0 m
( i)
2

(3)

� � 于是系统无阻尼自由振动方程为

M∀x + Kx = 0 (4)

1. 2 � 典型谐调模型频率结构

采用文献[ 8]中给出的典型叶盘结构参数,设

有 56个扇区, m1= 1, m2 = 426, k1 = 1, k 2= 1. 1,

kc= 426,则单独叶片的固有频率为

k1

m1
= 1 (5)

� � 该结构共有 112个自由度, 求解得到的 112

阶固有频率如图 2所示.

可以看出,该模型的频率结构主要有以下特

点:

( 1) 具有三个典型频段,其中较低阶和较高

阶的分别称为第 1频段(第 1~ 17阶)和第 3频段

(第 74~ 112阶) ,这两频段的频率较为稀疏.中间

的第 2频段(第 18~ 73阶)具有较高的模态密度,

固有频率聚集在 0. 98到 1. 01之间,接近叶片本

身的固有频率.频段 2的这种模态密集性质,是叶

片间弱耦合的结果, 往往导致失谐周期结构的模

态局部化,正是许多文献采用该模型的原因,有利

于进行模态局部化特性的机理研究.

257



航 � 空 � 动 � 力 � 学 � 报 第 23 卷

图 2 � 典型叶盘结构频率结构

F ig . 2 � Natur al fr equencies of t he bladed disk

( 2) 由于结构对称性,系统中有多阶重频出

现. 0 节径与 28 节径的 4 阶振动中没有重频存

在,而 1至 27节径的 54阶振动是 54对重频.

( 3) 第 2频段的模态振型均是由叶片主导的

振型,在该频段的模态振型局部化对叶片的疲劳

破坏影响更大, 因此失谐叶盘结构的振动局部化

问题应重点关注这一频段.

1. 3 � 典型失谐参数的确定

在本文的分析中主要考虑了两方面的刚度失

谐.一是叶片刚度 k1 的失谐,它表征了叶片本身

加工误差或使用中的磨损,另一是叶片间的耦合

刚度 k c 的失谐,以表征叶片间耦合刚度的不同,

如由于缘板阻尼器参数误差所引起的变化等.

2 � 失谐振动模态局部化因子

振动模态因失谐导致局部化涉及固有频率和

模态振型两方面.一般说来,由于失谐是小量的参

数变化,失谐前后固有频率的变化也较小.对于模

态振型,失谐后往往振型会有很大的改变,某些叶

片的振动幅值会大大高于其他叶片, 导致振动局

部化.虽然可以由得到的模态振型图直观地表现

这种局部化,但是定量地对于这种局部化程度进

行描述,对于准确评价局部化的影响至关重要.为

此这里给出一种进行模态振型局部化定量描述的

方法,得到一种定量描述的指标 # # # 失谐振动模

态振型局部化因子.

由于失谐后叶盘结构的固有频率变化较小,

可以认为失谐前后叶盘结构所受到的激励状态基

本不变,因此从能量的角度出发,失谐前后叶盘结

构所接受到的激励能量也可以看成是基本不变

的.在这样的前提下,将在某阶激励下的模态振动

能量看成是一个确定的量,对应地失谐前后模态

振型矢量的各元素之和 (或振型矢量的某种�范

数 )应该是相同的, 考虑到模态振型矢量的无量

纲性质,振型矢量的不同元素值的大小,表征了相

应各叶片振动能量在总能量中的所占的比值, 因

此,可以通过比较相应阶模态振型的失谐前后最

大元素的变化,来定量反映失谐振动模态局部化

的程度.其物理含义在于,失谐后振型矢量中最大

元素增大,说明叶盘中相应叶片所具有的振动能

量也增大,该叶片振动程度增大,在总能量不变的

情况下,其余叶片的振动能量和振动程度相应减

小,整个结构振动局限于振动较大的叶片.

根据上述的思路,首先进行振型矢量元素的

无量纲化定义.设 uj 某阶振型矢量的第j 个元素,

表示该阶模态振动时第 j 个叶片的典型振动幅

值, ∃
n

j = 1

u j 为各个叶片的振动位移幅值之和,从而

可以定义振型矢量的第 j 个元素的无量纲值为

uj = u ∃
n

j = 1
u j (6)

式中 n代表叶盘结构叶片数. 该无量纲振型元素

实际上表示了相应的叶片振动能量在该阶模态振

动能量中的比重.

对于任一阶模态,若按式( 6)分别求的失谐前

后振型矢量的最大无量纲元素分别为 vmax和 umax ,

则可以定义失谐振动模态振型局部化因子为

RML =
umax - vmax

vmax
(7)

� � 该局部化因子的物理意义在于, 反映了失谐

后具有最大模态振动叶片的振幅比失谐前叶片的

最大振幅增大的程度. 从而定量地描述了失谐叶

盘模态振型局部化的程度.

一般说来, RML越大说明局部化越严重,叶盘

上最大振动叶片的振幅比谐调时有更大的增加.

对于谐调的模态振型, 其 R ML = 0.若计算得到负
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值的局部化因子, 则是表示了失谐不仅不产生局

部化而且会对原有的谐调振型有更好地改善作

用,其中的最大振动叶片的振幅甚至小于谐调时

的最大振幅.这正是进行失谐优化设计的目标之

一.理论计算和实验[ 9] 表明,在引入某些形式的人

为失谐的情况下, 可能出现模态局部化系数为负

的情况.

另一方面, 随机失谐叶盘结构模态振型概率

特性的描述涉及随机场, 因此是较为复杂的. 而上

面定义的模态振型局部化因子, 将随机场的每一

样本矢量转换为随机变量的一个样本值,这些样

图 3 � k1 失谐的各阶固有频率均值和标准差

F ig . 3 � Mean values and st andard dev iations o f natura l

fr equencies when k1 is mistuned

本值的集合则形成了表征模态振型概率特性的随

机变量,而且具有明确的物理意义,即该随机变量

地统计特性(均值和标准差)反映了失谐导致的该

阶模态振型最大元素的增大程度的统计特性(均

值和标准差) .

3 � 随机失谐叶盘结构固有频率概率
特性

� � 设考虑叶片刚度失谐.取其失谐均值为 0,标

准差分别为 0. 01, 0. 03, 0. 05和 0. 07,抽样 1 000

次,仿真得到的固有频率均值和标准差如图 3所

图 4� k c 失谐的各阶固有频率均值和标准差

F ig . 4 � Mean values and st andard dev iations o f natura l

fr equencies w hen kc is mistuned
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示.总体来看, 在第 1, 3频段, 失谐固有频率的均

值与谐调的差别并不明显,标准差较小.在频段 2

(模态密集区域) , 失谐后的各阶固有频率标准差

变化较大,在频段交界处最大,并在频段 2内保持

在较高的水平. 值得注意的是频段交界处正是频

率节径图中频率转向的位置, 说明在此位置对失

谐最为敏感,容易发生模态局部化现象.随着随机

失谐幅值(标准差)的增大,固有频率均值与谐调

时的差别加大, 固有频率标准差也相应增加. 因

此,在给定的随机失谐模式下,系统频率只在模态

密集的频段 2内对失谐敏感.

对于耦合刚度失谐,设 kc 失谐部分服从均值

为0, 标准差为 0. 05kc 的正态分布,得到的固有频

率概率特性如图 4所示. 可以看出, kc 的失谐对

频率的影响主要集中在频段 1和频段 3.

4 � 随机失谐叶盘结构模态振型概率
特性

� � 叶片刚度 k1 失谐均值为 0, 标准差分别为

0� 01, 0. 03, 0. 05和 0. 07, 抽样 1 000 次, 仿真得

到的模态振型局部化因子的均值和标准差如图 5

和图 6所示.与固有频率的统计特性相似,失谐的

图 5 � k1 失谐圆周结构的局部化因子均值

Fig. 5� Mean values of localizat ion factor s w hen

k1 is mist uned

影响主要体现在频段 2,而在频段 1和频段 3, 局

部化因子的均值和标准差都很小. 对比叶片自由

度和轮盘自由度可以发现, k1 失谐对叶片的影响

要远大于对轮盘的影响,而且这时频段交界处的

影响更大.此外,在第 28, 29阶和第 56, 57阶处,

两者的局部化因子均发生突变. 值得注意的是这

几阶振型是很有特点的,首先它们都在局部化现

象明显的频段 2内, 第 28, 29 阶对应 14节径数,

第 56阶对应 28节径, 第 57阶对应 0节径,从振

型上来看,这是频段 2 内各扇区能量分布最为均

匀的几阶振型,尤其对于第 56和 57阶,谐调时各

扇区振幅的完全相等的.

另一方面,在影响较大的频段 2,叶片自由度

局部化因子随失谐幅值增加而增大; 而轮盘自由

度局部化程度是随刚度失谐幅值的增加而减小,

并且其局部化程度也要小于叶片自由度.

图 6 � k1 失谐各阶模态振型局部化因子标准差

F ig . 6 � Standard dev iations o f lo calization facto rs

w hen k 1 is mistuned

kc 失谐的结果如图 7 和图 8 所示. 可见, 低

阶和高阶模态振型的局部化因子均值和标准差较

大,而且各阶振型的叶片与轮盘自由度的局部化

因子均值与标准差的分布是完全一致的,这是由
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图 7 � kc 失谐各阶模态振型局部化因子均值

F ig . 7 � Mean values of lo calization facto rs w hen kc is mistuned

图 8� k c 失谐各阶模态振型局部化因子标准差

F ig. 8� Standa rd deviations of localizat ion factor s w hen k c is mistuned

于在耦合刚度 kc 失谐的情况下,叶片振型的分布

形式与轮盘振型的分布形式在抽样过程中始终保

持一致,只是幅值大小不同,而这里所定义的局部

化因子是一个比例关系,因此对于叶片和轮盘会

得到一样的局部化因子.

从上面对两种刚度失谐的研究可知:

( 1) 叶片刚度 k1 的失谐主要影响模态密集

的频段 2,在该频段内的振型以叶片自由度振动

为主; kc 的失谐主要影响频段 1和频段 3, 在这些

频段内, 各扇区两自由度的振动相当. 因此, k1 的

失谐应更严格地加以控制,以尽可能减小叶片的

振动.

( 2) 局部化程度一般会在特殊频率点处发生

突变现象,这些特殊点主要是频段交界处,振型组

交界处等.

5 � 结 � 论

本文基于单扇区两自由度集中参数模型和

Monte Carlo 仿真, 较为详细计算和分析了叶盘

结构在具有不同程度的叶片刚度和叶片间耦合刚

度随机失谐情况下, 固有频率和模态振型的概率

统计特性,可以为失谐叶盘结构的分析设计提供

参考.

本文提出的评价模态振型局部化程度的定量

指标,不仅可以用作随机变量描述随机失谐叶盘

结构模态振型局部化程度的概率统计特性,避免

对概率模态振型进行复杂的随机场的描述,而且

也可以用作确定性失谐分析中进行模态振型局部

化程度的定量描述指标.

值得注意的是,上述仿真结果中表现的频段

交界和振型组交界处固有频率和模态局部化因子

的�突变 问题,应在今后研究加以重视,其中所反

映的本质非线性将可能真正揭示失谐周期结构振

动特性局部化的机理.
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